
1 随机变量

1.1 重要分布

1.1.1 二项分布

二项分布的符号表示为 X „ b(n, p)，其频率函数为：

P tX = xu = Cx
np

x(1 ´ p)n´x =
n!

x!(n ´ x)!
px(1 ´ p)n´x

意为：n 次独立重复试验中，事件 A 发生 x 次的概率。

多项分布：
多项分布的符号表示为 X „ m(n, p1, p2, ¨ ¨ ¨ , pk)，其频率函数为：

P tX1 = x1, X2 = x2, ¨ ¨ ¨ , Xk = xku =
n!

x1!x2! ¨ ¨ ¨xk!
px1
1 px2

2 ¨ ¨ ¨ pxk
k

(
k
ÿ

i=1

pi = 1,
k
ÿ

i=1

xi = n

)

意为：n 次独立重复试验中，事件 A1, A2, ¨ ¨ ¨ , Ak 分别发生 x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xk 次的概率。

1.1.2 泊松分布

泊松分布的符号表示为 X „ P (λ) 或 X „ π(λ)，其频率函数为：

P tX = xu =
λx

x!
e´λ

意为：单位时间（或单位面积）内随机事件发生 x 次的概率。

泊松定理：
设 X „ b(n, p)，当 n Ñ 8, p Ñ 0，使得 np = λ 不变，则有：

lim
nÑ8

P tX = xu = lim
nÑ8

Cx
np

x(1 ´ p)n´x =
λx

x!
e´λ

泊松流：
记在时间 (0, t] 内随机事件发生的次数为 N(t)，则 N(t) „ P (λt)，称 N(t) 为泊松流。

P tN(t) = nu =
(λt)n

n!
e´λt
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1.1.3 均匀分布

均匀分布的符号表示为 X „ U(a, b)，其频率函数为：

P tX = xu =

$

&

%

1
b´a

, a ă x ă b

0, otherwise

其分布函数为：

F (x) =

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, x ď a

x´a
b´a

, a ă x ă b

1, x ě b

1.1.4 正态分布

正态分布的符号表示为 X „ N(µ, σ2)，其频率函数为：

P tX = xu =
1

?
2πσ

e´
(x´µ)2

2σ2

特别的，当 µ = 0, σ = 1 时，称为标准正态分布，记为 X „ N(0, 1)。标准正态分布的

分布函数记为 Φ(x)，其频率函数记为 φ(x)。

分布函数的积分过程：

F (+8) =

ż +8

´8

1
?
2πσ

e´
(x´µ)2

2σ2 dx

=
1

?
2πσ

ż +8

´8

e´
(x´µ)2

2σ2 dx

此时令 t = x´µ
σ
，则有：

F (+8) =
1

?
2πσ

ż +8

´8

e´
(x´µ)2

2σ2 dx

=
1

?
2π

ż +8

´8

e´ t2

2 dt

=
1

?
2π

?
2π

= 1

2
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规范化：证明若 X „ N(µ, σ2)，则 Z = X´µ
σ

„ N(0, 1)。

FZ(z) = P tZ ď zu

= P

"

X ´ µ

σ
ď z

*

= P tX ď σz + µu

= FX(σz + µ)

=
1

?
2πσ

ż σz+µ

´8

e´
(x´µ)2

2σ2 dx

此时令 t = x´µ
σ
，则有：

FZ(z) =
1

?
2πσ

ż σz+µ

´8

e´
(x´µ)2

2σ2 dx

=
1

?
2π

ż z

´8

e´ t2

2 dt

= Φ(z)

1.1.5 指数分布

指数分布的符号表示为 X „ EXP (λ)，其频率函数为：

P tX = xu =

$

&

%

λe´λx, x ě 0

0, x ă 0

其分布函数为：

F (x) =

$

&

%

1 ´ e´λx, x ě 0

0, x ă 0

指数分布与泊松流：
设 N(t) 为泊松流，N(t) „ P (λt)。记 X 为第一个事件发生的时间，则 P tX ą tu =

P tN(t) = 0u = e´λt。因此 X „ EXP (λ)。

指数分布的无记忆性：

3
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设 X „ EXP (λ)，则对任意 s, t ą 0，有：

P tX ą s+ t|X ą su =
P tX ą s+ t,X ą su

P tX ą su

=
P tX ą s+ tu

P tX ą su

=
e´λ(s+t)

e´λs

= e´λt

= P tX ą tu

1.2 频率（密度）函数与分布函数

频率函数的基本性质（本质特征）：

• P tX = xu ě 0

•
ř

xPX P tX = xu = 1

满足以上两个性质的数列必定是一个离散型随机变量的频率函数。

密度函数的基本性质（本质特征）：

• f(x) ě 0

•
ş+8

´8
f(x)dx = 1

满足以上两个性质的函数必定是一个连续型随机变量的密度函数。

分布函数的基本性质（本质特征）：

• F (x) 是一个单调不减函数

• limxÑ´8 F (x) = 0, limxÑ+8 F (x) = 1

• F (x) 是右连续的，即 limxÑx+
0
F (x) = F (x0)

满足以上三个性质的函数必定是一个随机变量的分布函数。

1.3 分位数

分位数：设 X 是一个连续型随机变量，F (x) 是其分布函数，对于 0 ă p ă 1，若实数

xp 使得 F (xp) = p，则称 xp 为 X 的 p 分位数。特殊的，当 p = 0.5 时，称为中位数。

当 p = 0.25 时，称为下四分之一位数。当 p = 0.75 时，称为上四分之一位数。

4
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1.4 随机变量的函数的分布

令 Y = g(X)，当 Y 是严格单调函数时，有：

fY (y) = fX(g
´1(y))

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dg´1(y)

dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

正态分布的线性组合以及线性函数的分布仍然是正态分布。假设有 n个随机变量X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn，

且 Xi „ N(µi, σ
2
i )，则有：

n
ÿ

i=1

aiXi + b „ N

(
n
ÿ

i=1

aiµi + b,
n
ÿ

i=1

a2iσ
2
i

)

1.5 二维随机变量

1.5.1 联合分布函数与边缘分布函数

根据 Farlie-Morgenstern定理，对于给定的两个一维随机变量 X,Y，可以证明只要 |a| ď

1，就有：

H(x, y) = F (x)G(y)t1 + a[1 ´ F (x)][1 ´ G(y)]u

是二元连续型分布函数。

换言之，给定边际分布，可以构造出无限多个联合分布。

1.5.2 连接函数

将使得边缘分布为均匀分布的联合分布函数称为连接函数。定义联合分布为：

FXY (x, y) = C(FX(x), FY (y))

定义密度函数为：

fXY (x, y) = c(FX(x), FY (y))fX(x)fY (y)

1.5.3 二维正态分布

二维正态分布记为 X „ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)，其联合密度函数为：

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

a

1 ´ ρ2
exp

"

´
1

2(1 ´ ρ2)

[
(x ´ µ1)

2

σ2
1

´ 2ρ
(x ´ µ1)(y ´ µ2)

σ1σ2

+
(y ´ µ2)

2

σ2
2

]*

对于其边际分布，有：

X „ N(µ1, σ
2
1), Y „ N(µ2, σ

2
2)

5
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证明如下：

fX(x) =

ż +8

´8

f(x, y)dy

=

ż +8

´8

exp
"

´
1

2(1 ´ ρ2)

[
(x ´ µ1)

2

σ2
1

´ 2ρ
(x ´ µ1)(y ´ µ2)

σ1σ2

+
(y ´ µ2)

2

σ2
2

]*
dy

=
1

2πσ1σ2

a

1 ´ ρ2
exp

"

´
(x ´ µ1)

2

2σ2
1

*

¨

ż +8

´8

exp
"

´
1

2(1 ´ ρ2)

[
(y ´ µ2)

2

σ2
2

´ 2ρ
(x ´ µ1)(y ´ µ2)

σ1σ2

+ p2
(x ´ µ1)

2

σ2
1

]*
dy

=
1

2πσ1σ2

a

1 ´ ρ2
exp

"

´
(x ´ µ1)

2

2σ2
1

*

¨

ż +8

´8

exp
#

´
1

2(1 ´ ρ2)

[
y ´ µ2

σ2

´ ρ
x ´ µ1

σ1

]2+
dy

令 t = 1?
1´ρ2

(
y´µ2

σ2
´ ρx´µ1

σ1

)
，则有：

fX(x) =
1

2πσ1σ2

a

1 ´ ρ2
exp

"

´
(x ´ µ1)

2

2σ2
1

*

¨

ż +8

´8

exp
"

´
t2

2

*

1

σ2

a

1 ´ ρ2
dt

=
1

?
2πσ1

exp
"

´
(x ´ µ1)

2

2σ2
1

*

=N(µ1, σ
2
1)

注意：边际分布为正态分布时，联合分布不一定为二维正态分布。

1.5.4 二维独立性

设 X,Y 为二维随机变量，若对于任意 x, y，有：

F (x, y) = FX(x)FY (y)

则称 X,Y 相互独立。

对于离散型随机变量，有：

P tX = x, Y = yu = P tX = xuP tY = yu

对于连续型随机变量，有：

f(x, y) = fX(x)fY (y)

6
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特别的，二维正态分布的独立性等价于 ρ = 0。

两组独立的数据 (X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn) 和 (Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Ym)，其函数 h(X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn) 和

g(Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Ym) 相互独立。

1.5.5 条件分布

设 X,Y 为二维随机变量，f(x, y) 为其联合密度函数，fX(x) 为 X 的边际密度函数，若

fX(x) ą 0，则称：

fY |X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)

为 Y 在 X = x 的条件密度函数。

二维随机变量的全概率公式：

fY (y) =

ż +8

´8

fY |X(y|x)fX(x)dx

特别的，对于二维正态分布，指定 X 的条件下 Y 的条件分布仍然是正态分布。准确的

说，若 (X,Y ) „ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)，则有：

fY |X(y|x) „ N

(
µ2 + ρ

σ2

σ1

(x ´ µ1), σ
2
2(1 ´ ρ2)

)
1.5.6 联合分布随机变量的函数

设 X,Y 为二维随机变量，Z = f(X,Y )，则有：

FZ(z) = P tZ ď zu = P tf(X,Y ) ď zu =

ĳ

f(x,y)ďz

f(x, y)dxdy

Z = X + Y 的分布：

P tZ ď zu = P tX + Y ď zu

= P tX ď z ´ Y u

=

ż +8

´8

ż z´y

´8

f(x, y)dxdy

7
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令 x = u ´ y，则有：

P tZ ď zu =

ż +8

´8

ż z

´8

f(u ´ y, y)dudy

fZ(z) =

ż 8

´8

f(z ´ y, y)dy

=

ż 8

´8

f(x, z ´ x)dx

特别的，当 X,Y 相互独立时，有：

fZ(z) =

ż 8

´8

fX(x)fY (z ´ x)dx =

ż 8

´8

fX(z ´ y)fY (y)dy

特别的，当 X „ P (λ1), Y „ P (λ2) 时，Z = X + Y „ P (λ1 + λ2)。

Z = X
Y
的分布：

同理，通过换元法，有：

fZ(z) =

ż 8

´8

|y|fX(zy, y)dy =

ż 8

´8

|x|fX(x, xz)dx

两个随机变量变换的分布：
如果两个随机变量的联合分布为二维正态分布，则他们的非奇异线性变换的分布仍然是

二维正态分布。

1.6 极值

Fmax(z) = P tX ď z, Y ď zu

= P tX ď zuP tY ď zu

= FX(z)FY (z)

Fmin(z) = 1 ´ P tX ą z, Y ą zu

= 1 ´ P tX ą zuP tY ą zu

= 1 ´ [1 ´ FX(z)][1 ´ FY (z)]

特别的，如果 X „ EXP (λ), Y „ EXP (µ)，则 Z = mintX,Y u „ EXP (λ+ µ)。

8
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1.7 顺序统计量

X(k) 的密度函数为：

fX(k)
(x) =

n!

(k ´ 1)!(n ´ k)!
[F (x)]k´1[1 ´ F (x)]n´kf(x)

(X(1), X(n)) 的联合密度函数为：

fX(1),X(n)
(x, y) = n(n ´ 1)[F (y) ´ F (x)]n´2f(x)f(y)

2 古典概型

2.1 集合

试验的样本点记为 ω，样本空间记为 Ω，样本空间的子集称为事件。

当事件 A 与事件 B 不可能同时发生时，称事件 A 与事件 B 互不相容，或互斥，或互

不相交，记为 A X B = H。

加法公式：

P (A Y B) = P (A) + P (B) ´ P (AB)

2.1.1 计数方法

选排列：从 n 个不同元素中任取 m 个元素，按照一定的顺序排成一列，称为从 n 个不

同元素中选取 m 个元素的排列，记为 Am
n = n!

(n´m)!
。特别的，当 m = n 时，称为全排

列，记为 An
n = n!。

组合：从 n 个不同元素中任取 m 个元素，不考虑顺序，称为从 n 个不同元素中选取 m

个元素的组合，记为 Cm
n = Am

n

m!
= n!

m!(n´m)!
。特别的，将 n 个不同元素分成 r 组，使得

第 i 组有 ni 个元素，且
řr

i=1 ni = n，则称为将 n 个不同元素分成 r 组的组合，记为

Cn1,n2,¨¨¨ ,nr
n = n!

n1!n2!¨¨¨nr!
。

将 n个相同的球放入m个不同的盒子中，每个盒子中至少有一个球的方法数为 Cm´1
n´1 。（相

当于在 n ´ 1 个间隔中选取 m ´ 1 个间隔放入隔板）将 n 个相同的球放入 m 个不同的

盒子中，盒子可以为空的方法数为 Cm´1
n+m´1。（相当于将 n+m 个相同的球放入 m 个不

同的盒子中，每个盒子中至少有一个球）

9
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2.2 全概率公式与贝叶斯公式

全概率公式：设 B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn 为样本空间 Ω 的一个划分，即 Bi X Bj = H(i ‰

j),
Ťn

i=1 Bi = Ω，则对任一事件 A，有：

P (A) =
n
ÿ

i=1

P (A|Bi)P (Bi)

贝叶斯公式：设 B1, B2, ¨ ¨ ¨ , Bn 为样本空间 Ω 的一个划分，即 Bi X Bj = H(i ‰

j),
Ťn

i=1 Bi = Ω，则对任一事件 A，有：

P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)

řn
j=1 P (A|Bj)P (Bj)

2.3 独立性

设 A,B 为两事件，若 P (AB) = P (A)P (B)，则称事件 A 与事件 B 相互独立。

独立不同于互不相容，独立是指两事件发生的概率互不影响，互不相容是指两事件不能

同时发生。

两两独立不能推出多个事件相互独立。独立也没有传递性，即 A,B 独立，B,C 独立，

不能推出 A,C 独立。

3 期望、方差、标准差与相关系数

3.1 常见分布的期望与方差

分布 期望 方差

X „ b(n, p) np np(1 ´ p)

X „ P (λ) λ λ

X „ U(a, b) a+b
2

(b´a)2

12

X „ N(µ, σ2) µ σ2

X „ EXP (λ) 1
λ

1
λ2

3.2 期望存在的条件

对于连续型随机变量，当
ş+8

´8
|x|f(x)dx ă +8 时，称随机变量 X 的期望存在。

对于离散型随机变量，当
ř

xPX |x|P tX = xu ă +8 时，称随机变量 X 的期望存在。

10
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3.3 马尔可夫不等式

设 X 是一个非负随机变量，且 E(X) 存在，则对于任意的 t ą 0，有：

P tX ě tu ď
E(X)

t

证明：

E(X) =

ż +8

´8

xf(x)dx

=

ż +8

0

xf(x)dx

ě

ż +8

t

xf(x)dx

ě

ż +8

t

tf(x)dx

= t

ż +8

t

f(x)dx

= tP tX ě tu

3.4 随机变量函数的期望

设 X 是一个随机变量，Y = g(X)，则有：

E(Y ) = E[g(X)] =

$

&

%

ř

xPX g(x)P tX = xu, X为离散型
ş+8

´8
g(x)f(x)dx, X为连续型

3.5 二维随机变量的期望

设 (X,Y ) 是一个二维随机变量，若要求 E(X), E(Y )，除了先求边缘分布，再求期望外，

还可以通过以下公式求得：

E(X) =

ż +8

´8

ż +8

´8

xf(x, y)dxdy, E(Y ) =

ż +8

´8

ż +8

´8

yf(x, y)dxdy

3.6 期望的性质

1. 设 a ă X ă b，则 a ă E(X) ă b

2. E(cX) = cE(X)

3. E(X + Y ) = E(X) + E(Y )

4. 当 X,Y 相互独立时，E(XY ) = E(X)E(Y )

11
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相关推论：

1. 当 X = c 时，E(X) = c

2. E (
řn

i=1 ciXi) =
řn

i=1 ciE(Xi)

3. 当 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 相互独立时，E (
śn

i=1 Xi) =
śn

i=1 E(Xi)

3.7 方差的定义

V ar(X) = D(X) = E
␣

[X ´ E(X)]2
(

3.8 方差的计算公式

V ar(X) = D(X) =

$

&

%

ř

xPX [x ´ E(X)]2P tX = xu, X为离散型
ş+8

´8
[x ´ E(X)]2f(x)dx, X为连续型

但一般使用以下公式计算方差：

V ar(X) = D(X) = E(X2) ´ [E(X)]2

3.9 方差的基本性质

1. D(c) = 0

2. D(cX) = c2D(X)

3. D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) + 2Et[X ´ E(X)][Y ´ E(Y )]u，当 X,Y 相互独立时，

D(X + Y ) = D(X)+D(Y )。可以推广到 n 个随机变量的情况：当 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn

相互独立时，D (
řn

i=1 Xi) =
řn

i=1 D(Xi)。

3.10 切比雪夫不等式

设 X 是一个随机变量，设 E(X) 和 D(X) 存在，则对于任意的 ε ą 0，有：

P t|X ´ E(X)| ě εu ď
D(X)

ε2

12
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证明如下：

P t|X ´ E(X)| ě εu =

ż

|x´E(X)|ěε

f(x)dx

ď

ż

|x´E(X)|ěε

(x ´ E(X))2

ε2
f(x)dx

ď
1

ε2

ż +8

´8

(x ´ E(X))2f(x)dx

=
D(X)

ε2

3.11 协方差的定义

Cov(X,Y ) = Et[X ´ E(X)][Y ´ E(Y )]u

但一般使用以下公式计算协方差：

Cov(X,Y ) = E(XY ) ´ E(X)E(Y )

3.12 协方差的性质

1. Cov(X,X) = D(X)

2. Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)

3. 当 X,Y 相互独立时，Cov(X,Y ) = 0

4. 协方差的双线性性质：Cov(aX+bY, Z) = aCov(X,Z)+bCov(Y, Z)。进一步有，当

U = a+
řn

i=1 biXi，V = c+
řm

j=1 djYj时，有 Cov(U, V ) =
řn

i=1

řm
j=1 bidjCov(Xi, Yj)。

3.13 相关系数的定义

ρXY =
Cov(X,Y )

a

D(X)
a

D(Y )

3.14 相关系数的性质

1. |ρXY | ď 1

2. |ρXY | = 1 当且仅当存在常数 a, b，使得 P tY = aX + bu = 1

3. 当 X,Y 相互独立时，ρXY = 0

4. ρXY = ρY X

13
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5. D(aX + bY ) = a2D(X) + b2D(Y ) + 2abCov(X,Y )

需要强调的是，相互独立的两个随机变量一定不相关，但不相关的两个随机变量不一定
相互独立。但特别的有，当 X,Y 服从二维正态分布时，X,Y 相互独立等价于 ρXY = 0，

即 X,Y 不相关等价于 X,Y 相互独立。

3.15 条件期望

设 X,Y 是二维随机变量，E(X) 存在，E(Y ) 存在，E(Y |X) 存在，则称 E(Y |X) 为 Y

关于 X 的条件期望。

其计算公式为：

E(Y |X) =

$

&

%

ř

yPY yP tY = y|Xu, Y为离散型
ş+8

´8
yf(y|X)dy, Y为连续型

关于 Y 的函数的条件期望的计算公式为：

E[g(Y )|X] =

$

&

%

ř

yPY g(y)P tY = y|Xu, Y为离散型
ş+8

´8
g(y)f(y|X)dy, Y为连续型

3.16 条件期望的性质

1. E(c|X) = c

2. E(aY1 + bY2|X) = aE(Y1|X) + bE(Y2|X)

3. 若 X 与 Y 相互独立，则 E(Y |X) = E(Y )

4. E(E(Y |X)) = E(Y )

5. E(D(Y |X)) +D(E(Y |X)) = D(Y )

关于性质 4 的证明如下：

E(E(Y |X)) =

ż +8

´8

E(Y |X)fX(x)dx

=

ż +8

´8

[
ż +8

´8

yf(y|x)dy
]
fX(x)dx

=

ż +8

´8

y

[
ż +8

´8

f(y|x)fX(x)dx
]

dy

=

ż +8

´8

yfY (y)dy

= E(Y )

14
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4 大数定律与中心极限定理

4.1 大数定律

4.1.1 伯努利大数定律

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是相互独立的随机变量，且 P tXi = 1u = p, P tXi = 0u = 1 ´ p(i =

1, 2, ¨ ¨ ¨ , n)，则对于任意的 ε ą 0，有：

lim
nÑ8

P

"ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X1 +X2 + ¨ ¨ ¨ +Xn

n
´ p

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε

*

= 0

4.1.2 切比雪夫大数定律

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是相互独立的随机变量，且 E(Xi) = µ,D(Xi) = σ2(i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n)，

则对于任意的 ε ą 0，有：

lim
nÑ8

P

"ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X1 +X2 + ¨ ¨ ¨ +Xn

n
´ µ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε

*

= 0

注意，此处并不要求 Xi 服从同一分布。

4.2 中心极限定理

设X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn是独立同分布的的随机变量，且 E(Xi) = µ,D(Xi) = σ2(i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n)，

则对于任意的 x，有：

Zn =

řn
i=1 Xi ´ E (

řn
i=1 Xi)

a

D (
řn

i=1 Xi)
=

řn
i=1 Xi ´ nµ

σ
?
n

则 E(Zn) = 0, D(Zn) = 1。若 Fn(x) 为 Zn 的分布函数，则有：

lim
nÑ8

Fn(x) = Φ(x) =
1

?
2π

ż 8

´8

e´ t2

2 dt

4.3 棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是相互独立的随机变量，且 E(Xi) = µ,D(Xi) = σ2(i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n)，

则对于任意的 x，有：

lim
nÑ8

P

#

řn
i=1 Xi ´ np

a

np(1 ´ p)
ď x

+

= Φ(x)

15
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5 数理统计的基本概念

5.1 总体与样本

一个样本 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 作为一个多维随机变量，其联合分布函数为：

F (x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn) = F (x1)F (x2) ¨ ¨ ¨F (xn)

其联合密度函数为：

f(x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn) = f(x1)f(x2) ¨ ¨ ¨ f(xn)

5.2 样本均值与样本方差

X =
1

n

n
ÿ

i=1

Xi, S2 =
1

n ´ 1

n
ÿ

i=1

(Xi ´ X)2

设总体的均值为 µ，方差为 σ2，则有：

E(X) = µ, D(X) =
σ2

n
, E(S2) = σ2

5.3 辛钦大数定律

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X 的样本，E(X) 存在，则对于任意的 ε ą 0，有：

lim
nÑ8

P

"ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X1 +X2 + ¨ ¨ ¨ +Xn

n
´ E(X)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε

*

= 0

5.4 抽样分布

5.4.1 χ2 分布

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 N(0, 1) 的样本，则有：

χ2 =
n
ÿ

i=1

X2
i „ χ2(n)

其中 n 称为自由度。

χ2 分布具有可加性，即若 χ2
1 „ χ2(n1), χ

2
2 „ χ2(n2)，且 χ2

1 与 χ2
2 相互独立，则 χ2

1+χ2
2 „

χ2(n1 + n2)。

χ2 分布的期望和方差为：

E(χ2) = n, D(χ2) = 2n

16
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特殊的，当 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自参数为 λ 的指数分布的样本，则有：

2nλX „ χ2(2n)

5.4.2 t 分布

设 X „ N(0, 1), Y „ χ2(n)，且 X,Y 相互独立，则有：

t =
X

a

Y /n
„ t(n)

其中 n 称为自由度。

t 分布的期望和方差为：

E(t) = 0, D(t) =
n

n ´ 2
(n ą 2)

当自由度 n 充分大时，t 分布近似于标准正态分布。

5.4.3 F 分布

设 X „ χ2(n1), Y „ χ2(n2)，且 X,Y 相互独立，则有：

F =
X/n1

Y /n2

„ F (n1, n2)

其中 n1, n2 称为自由度。

F 分布的重要性质为：

F (n1, n2) =
1

F (n2, n1)

由此性质可以推出关于 F 分布的 α 分位点的性质：

Fα(n1, n2) =
1

F1´α(n2, n1)

5.5 α 分位点

设 X 为连续型随机变量，其分布函数为 F (x)，则称 xα 为 X 的 α 分位点，当且仅当：

F (xα) = α

17
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5.6 抽样分布定理

5.6.1 定理一

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X „ N(µ, σ2) 的样本，则有：

X „ N

(
µ,

σ2

n

)
5.6.2 定理二

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X „ N(µ, σ2) 的样本，X 为样本均值，S2 为样本方差，

则有：
(n ´ 1)S2

σ2
„ χ2(n ´ 1)

且 X 与 S2 相互独立。

5.6.3 定理三

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X „ N(µ, σ2) 的样本，X 为样本均值，S2 为样本方差，

则有：
X ´ µ

S/
?
n

„ t(n ´ 1)

5.6.4 定理四

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X „ N(µ1, σ
2
1) 的样本，Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Ym 是来自总体 Y „

N(µ2, σ
2
2) 的样本，且 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 与 Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Ym 相互独立，则有：

S2
1/S

2
2

σ2
1/σ

2
2

„ F (n ´ 1,m ´ 1)

5.6.5 定理五

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X „ N(µ1, σ
2) 的样本，Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Ym 是来自总体 Y „

N(µ2, σ
2) 的样本，且 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 与 Y1, Y2, ¨ ¨ ¨ , Ym 相互独立，则有：

X ´ Y ´ (µ1 ´ µ2)

Sω

b

1
n
+ 1

m

„ t(n+m ´ 2)

其中 S2
ω =

(n´1)S2
1+(m´1)S2

2

n+m´2
。

注意，此处不同于定理四，定理四中的两个总体方差可以不相等，而定理五中的两个总
体方差相等。

18
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6 参数估计

6.1 点估计

6.1.1 矩估计

设 X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn 是来自总体 X 的样本，k 阶原点矩为：

µk = E(Xk) =

ż +8

´8

xkf(x)dx

一般来说，只需要求出前两阶原点矩，可以由以下公式计算：

µ1 = E(X)

µ2 = E(X2) = D(X) + [E(X)]2

特别的，对于总体为正态分布的情况，有：

µ̂ = X

σ̂2 = rS2 =
1

n

n
ÿ

i=1

(Xi ´ X)2

其中 rS2 被称为修正样本方差。

通过矩估计法估计参数的步骤为：

1. 写出总体的前 k 阶原点矩 µ1, µ2, ¨ ¨ ¨ , µk。

2. 将未知参数用 µ1, µ2, ¨ ¨ ¨ , µk 表示，得到方程组。

3. 用样本的前 k 阶原点矩 X, 1
n

řn
i=1 X

2
i , ¨ ¨ ¨ , 1

n

řn
i=1 X

k
i 代替总体的前 k 阶原点矩

µ1, µ2, ¨ ¨ ¨ , µk，解方程组，得到未知参数的估计量。

4. 将估计量代入总体的分布函数，得到参数的估计值。

6.1.2 极大似然估计

设X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn是来自总体X的样本，X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn的联合概率密度函数为 f(x1, x2, ¨ ¨ ¨ , xn; θ1, θ2, ¨ ¨ ¨ , θk)，

其中 θ1, θ2, ¨ ¨ ¨ , θk 为待估参数，L(θ1, θ2, ¨ ¨ ¨ , θk) 为样本的似然函数，定义为：

L(θ1, θ2, ¨ ¨ ¨ , θk) = L(θ) =
n
ź

i=1

f(xi; θ)

即似然函数代表了该样本出现的概率。
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一般需要求出似然函数的对数，即对数似然函数：

lnL(θ) =
n
ÿ

i=1

ln f(xi; θ)

由于极大值点与对数似然函数的极大值点相同，因此可以通过求对数似然函数的极大值

点来求得参数的估计值。一般通过以下步骤求得参数的极大似然估计值：

1. 写出样本的似然函数 L(θ)。

2. 求出对数似然函数 lnL(θ)。

3. 求出 lnL(θ) 的极大值点，即 B lnL(θ)
Bθi

= 0(i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , k)。

4. 解方程组，得到未知参数的估计量。

5. 将估计量代入总体的分布函数，得到参数的估计值。

特别的，对于均匀分布 U(a, b)，其最大似然估计为：

â = mintx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnu, b̂ = maxtx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnu

6.2 估计量的评选标准

6.2.1 无偏性

设 θ̂ 是 θ 的估计量，若 E(θ̂) = θ，则称 θ̂ 为 θ 的无偏估计量。若 limnÑ8 E(θ̂) = θ，则

称 θ̂ 为 θ 的渐近无偏估计量。若两者都不满足，则称 θ̂ 为 θ 的有偏估计量。

无论总体服从什么分布，样本均值 X 都是总体均值 µ 的无偏估计量，样本方差 S2 都

是总体方差 σ2 的无偏估计量。而修正后的样本方差 rS2 是总体方差 σ2 的渐进无偏估计

量。如果总体的 k 阶原点矩 µk 存在，则样本的 k 阶原点矩 1
n

řn
i=1 X

k
i 都是总体的 k 阶

原点矩 µk 的无偏估计量。

重点：当最大似然估计为 max 或 min 时，应这样计算其期望：

fmax(z) =nf(z)[F (z)]n´1

E(θ̂) =

ż +8

´8

zFmax(z)dz

特别的，当整体服从指数分布时，n ˚ min(X1, X2, ¨ ¨ ¨ , Xn) 为 θ 的无偏估计量。

6.2.2 有效性

设 θ̂1, θ̂2 都是 θ 的无偏估计量，若 D(θ̂1) ď D(θ̂2)，则称 θ̂1 比 θ̂2 有效。
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6.2.3 相合性

设 θ̂1, θ̂2, ¨ ¨ ¨ , θ̂n 都是 θ 的无偏估计量，若 limnÑ8 P t|θ̂n ´ θ| ě εu = 0，则称 θ̂n 为 θ 的

相合估计量。

1. 无论总体服从什么分布，样本均值 X 都是总体均值 µ 的相合估计量，样本方差

S2 都是总体方差 σ2 的相合估计量。

2. 矩估计一定是相合估计，最大似然估计一般是相合估计。

3. 相合估计不一定时无偏估计。

4. 一个无偏估计，当 limnÑ8 D(θ̂n) = 0 时，一定是相合估计。(切比雪夫不等式)

6.3 区间估计

6.3.1 置信区间

设总体服从 F (x; θ)，若存在两个统计量 θ, θ，使得：

P tθ ă θ ă θu = 1 ´ α

则称随机区间 (θ, θ) 为 θ 的置信水平为 1 ´ α 的置信区间。

以下为各种情况的总结：

1. 当方差已知时，总体均值的置信区间为：X ´ σ?
n
u1´α/2 ă µ ă X + σ?

n
u1´α/2。

2. 当均值和方差都未知时，总体均值的置信区间为：X ´ S?
n
t1´α/2(n ´ 1) ă µ ă

X + S?
n
t1´α/2(n ´ 1)。

3. 当均值未知时，总体方差的置信区间为： (n´1)S2

χ2
1´α/2

(n´1)
ă σ2 ă

(n´1)S2

χ2
α/2

(n´1)
。

4. 当双正态总体的方差都已知时，总体均值之差的置信区间为：X´Y ´u1´α/2

b

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
ă

µ1 ´ µ2 ă X ´ Y + u1´α/2

b

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2
。

5. 当双正态总体的方差未知但相等时，总体均值之差的置信区间为：X´Y ´t1´α/2(n1+

n2 ´ 2)
b

S2
1

n1
+

S2
2

n2
ă µ1 ´ µ2 ă X ´ Y + t1´α/2(n1 + n2 ´ 2)

b

S2
1

n1
+

S2
2

n2
。

6. 当双正态总体的方差未知时，方差之比的置信区间为：S2
1

S2
2

1
F1´α/2(n1´1,n2´1)

ă
σ2
1

σ2
2

ă

S2
1

S2
2

1
Fα/2(n1´1,n2´1)

。

单侧置信区间与双侧置信区间类似，以下为各种情况的总结：

1. 当方差和均值都未知时，均值的单侧置信下限为：µ ą X ´ S?
n
t1´α(n´ 1)，均值的

单侧置信上限为：µ ă X + S?
n
t1´α(n ´ 1)。
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2. 当方差和均值都未知时，方差的单侧置信下限为：σ2 ą
(n´1)S2

χ2
1´α(n´1)

，方差的单侧置

信上限为：σ2 ă
(n´1)S2

χ2
α(n´1)

。

7 假设检验

建立假设

1. 保护原假设 H0：如果错误的拒绝原假设，将会产生严重的后果。例如，原假设为

新药有毒副作用，备择假设为新药无毒副作用，如果错误的拒绝原假设，将会导

致新药上市，从而导致严重的后果。

2. 原假设为维持现状：例如，原假设为新药物有减肥效果，备择假设为新药物无减
肥效果。

3. 原假设为简单假设，即原假设中参数的值已知。

7.1 拒绝域

第一类错误：拒绝了正确的原假设，即 H0 为真，但是拒绝了 H0。（弃真）第二类错误：

接受了错误的原假设，即 H0 为假，但是接受了 H0。（取伪）

Neyman-Pearson 准则：在保证第一类错误概率不超过 α 的条件下，使得第二类错误概

率最小。其中，α 被称为显著性水平。

7.2 双边 u 检验法

已知 σ2
0，检验 H0 : µ = µ0，H1 : µ ‰ µ0。拒绝域为：

P t
|X ´ µ0|

σ0/
?
n

ą u1´α/2u = α

7.3 单边 u 检验法

1. 已知 σ2
0，检验 H0 : µ ď µ0，H1 : µ ą µ0。拒绝域为：P t

X´µ0

σ0/
?
n

ą u1´αu = α

2. 已知 σ2
0，检验 H0 : µ ě µ0，H1 : µ ă µ0。拒绝域为：P t

X´µ0

σ0/
?
n

ă uαu = α

7.4 双边 t 检验法

未知 σ2
0 和 µ0，检验 H0 : µ = µ0，H1 : µ ‰ µ0。拒绝域为：

P t
|X ´ µ0|

S/
?
n

ą t1´α/2(n ´ 1)u = α
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7.5 单边 t 检验法

1. 未知 σ2
0 和 µ0，检验H0 : µ ď µ0，H1 : µ ą µ0。拒绝域为：P t

X´µ0

S/
?
n

ą t1´α(n´1)u = α

2. 未知 σ2
0 和 µ0，检验 H0 : µ ě µ0，H1 : µ ă µ0。拒绝域为：P t

X´µ0

S/
?
n

ă tα(n´1)u = α

7.6 双边 χ2 检验法

1. 未知 σ2
0 和 µ0，检验 H0 : σ2 = σ2

0，H1 : σ2 ‰ σ2
0。拒绝域为：P t

(n´1)S2

σ2
0

ă

χ2
α/2(n ´ 1)u + P t

(n´1)S2

σ2
0

ą χ2
1´α/2(n ´ 1)u = α

2. 已知 σ2
0，检验 H0 : σ2 ď σ2

0，H1 : σ2 ą σ2
0。拒绝域为：P t 1

σ2
0

řn
i=1(Xi ´ µ0)

2 ă

χ2
α/2(n)u + P t 1

σ2
0

řn
i=1(Xi ´ µ0)

2 ą χ2
1´α/2(n)u = α

7.7 单边 χ2 检验法

1. 未知 σ2
0 和 µ0，检验 H0 : σ2 ď σ2

0，H1 : σ2 ą σ2
0。拒绝域为：P t

(n´1)S2

σ2
0

ą

χ2
1´α(n ´ 1)u = α

2. 未知 σ2
0 和 µ0，检验H0 : σ

2 ě σ2
0，H1 : σ

2 ă σ2
0。拒绝域为：P t

(n´1)S2

σ2
0

ă χ2
α(n´1)u =

α

3. 已知 µ0，未知 σ2
0，检验H0 : σ

2 ď σ2
0，H1 : σ

2 ą σ2
0。拒绝域为：P t 1

σ2
0

řn
i=1(Xi´µ0)

2 ą

χ2
1´α(n)u = α

4. 已知 µ0，未知 σ2
0，检验H0 : σ

2 ě σ2
0，H1 : σ

2 ă σ2
0。拒绝域为：P t 1

σ2
0

řn
i=1(Xi´µ0)

2 ă

χ2
α(n)u = α

7.8 双总体均值差的检验

已知 σ2
1 和 σ2

2 时

1. 检验 H0 : µ1 = µ2，H1 : µ1 ‰ µ2。拒绝域为：P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

c

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

ą u1´α/2u +

P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

c

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

ă uα/2u = α

2. 检验 H0 : µ1 ď µ2，H1 : µ1 ą µ2。拒绝域为：P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

c

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

ą u1´αu = α

3. 检验 H0 : µ1 ě µ2，H1 : µ1 ă µ2。拒绝域为：P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

c

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

ă uαu = α

未知 σ2
1 和 σ2

2，但是保证 σ2
1 = σ2

2 时
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1. 检验 H0 : µ1 = µ2，H1 : µ1 ‰ µ2。拒绝域为：P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

Sω

b

1
n1

+ 1
n2

ą t1´α/2(n1 + n2 ´

2)u + P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

Sω

b

1
n1

+ 1
n2

ă tα/2(n1 + n2 ´ 2)u = α

2. 检验 H0 : µ1 ď µ2，H1 : µ1 ą µ2。拒绝域为：P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

Sω

b

1
n1

+ 1
n2

ą t1´α(n1+n2´2)u =

α

3. 检验 H0 : µ1 ě µ2，H1 : µ1 ă µ2。拒绝域为：P t
(X´Y )´(µ1´µ2)

Sω

b

1
n1

+ 1
n2

ă tα(n1+n2´2)u = α

7.9 双总体方差比的检验

未知 µ1 和 µ2 时

1. 检验H0 : σ
2
1 = σ2

2，H1 : σ
2
1 ‰ σ2

2。拒绝域为：P t
S2
1

S2
2

ą F1´α/2(n1´1, n2´1)u+P t
S2
1

S2
2

ă

Fα/2(n1 ´ 1, n2 ´ 1)u = α

2. 检验 H0 : σ
2
1 ď σ2

2，H1 : σ
2
1 ą σ2

2。拒绝域为：P t
S2
1

S2
2

ą F1´α(n1 ´ 1, n2 ´ 1)u = α

3. 检验 H0 : σ
2
1 ě σ2

2，H1 : σ
2
1 ă σ2

2。拒绝域为：P t
S2
1

S2
2

ă Fα(n1 ´ 1, n2 ´ 1)u = α

8 重要的分布及其特征

分布 分布函数 密度函数 期望 方差

N(µ, σ2) Φ
(
x´µ
σ

)
1?
2πσ

e´
(x´µ)2

2σ2 µ σ2

U(a, b) x´a
b´a

1
b´a

a+b
2

(b´a)2

12

Exp(λ) 1 ´ e´λx λe´λx 1
λ

1
λ2

P (λ) λx

x!
e´λ λx

x!
e´λ λ λ

B(n, p)
řx

i=0 C
i
np

i(1 ´ p)n´i Cx
np

x(1 ´ p)n´x np np(1 ´ p)

χ2(n) 不需记忆 不需记忆 n 2n

t(n) 不需记忆 不需记忆 0(n ą 2) n
n´2

(n ą 2)

F (n1, n2) 不需记忆 不需记忆 不需记忆 不需记忆
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